
連載◎第 2回 「微分のはなし」：略解

有限と無限の狭間：略解

蟹江幸博●三重大学教育学部

演習 9 正数 h > 0 と整数 n に対して，不等式

(1 + h)n= 1 + nh (n= 1)

が成り立つ．

例解．これは本文に述べたので，2項定理の後に述

べた 2次の不等式

(1 + h)n= 1 + nh +
(n− 1)n

2
h2 (n= 2)

を同じようにして証明して置く．

n = 2 のとき，両辺とも (1 + h)2 となって成り立

つ．n = k のとき成り立つと仮定して，

(1 + h)k+1 = (1 + h)(1 + h)k

= (1 + h)(1 + kh +
(k − 1)k

2
h2)

= 1 + (k + 1)h + (k +
(k − 1)k

2
)h2 +

(k − 1)k2

2
h3

= 1 + (k + 1)h +
k(k + 1)

2
h2

を導けばよい．

演習 10．

(1) 数列 {an} と {bn} が有限の値 a と b に収束し，

すべての nに対して，an5 bn であれば，a5 bである．

(2) (1)の仮定を，an < bn としても，一般には a < b

とはならないことを示す反例を作れ．

(3)すべての nに対して an5 bnであり， lim
n→∞ an = ∞

ならば， lim
n→∞ bn = ∞ となる．
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(4)すべての nに対して 05 an5 bnであり， lim
n→∞ bn = 0

ならば， lim
n→∞ an = 0 となる．

(5)すべての nに対して |an|5 bnであり， lim
n→∞ bn = 0

ならば， lim
n→∞ an = 0 となる．

例解．証明の部分は本文にあるので，(2)の例を少

し挙げておこう．n= 1 とする．

1. an = 0 < bn =
1
n
とすれば， lim

n→∞ an = 0 = lim
n→∞ bn.

2. an = 1− 1
n

< bn = 1とすれば， lim
n→∞ an = 1 = lim

n→∞ bn.

3. an =
1
2n

< bn =
1
n
とすれば， lim

n→∞ an = 0 = lim
n→∞ bn.

4. an =
1
n2

< bn =
1
n
とすれば， lim

n→∞ an = 0 = lim
n→∞ bn.

5. an =
1
en

< bn =
1
n
とすれば， lim

n→∞ an = 0 = lim
n→∞ bn.

演習 11（2項定理） 整数 n= 0 に対して

(x + y)n =
n∑

k=0

nCk xkyn−k

が成り立つ．

例解．n = 0 のとき両辺は 1 となって成り立つ．こ

れでいいのだが，心配なら，n = 1のとき両辺は x＋ y

となって成り立つから始める．n = k のとき成り立つ
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とする．

(x + y)n+1 = (x + y)(x + y)n

= (x + y)
n∑

k=0

nCk xkyn−k

=
n∑

k=0

nCk xk+1yn−k +
n∑

k=0

nCk xkyn−k+1

= xn+1 +
n−1∑

k=0

nCk xk+1yn−k +
n∑

k=1

nCk xkyn−k+1 + yn+1

= xn+1 +
n∑

k=1

nCk−1 xkyn+1−k +
n∑

k=1

nCk xkyn−k+1 + yn+1

= xn+1 +
n∑

k=1

(nCk−1 + nCk) xkyn+1−k + yn+1

= yn+1 +
n∑

k=1

n+1Ck xkyn+1−k + xn+1

=
n+1∑

k=0

n+1Ck xkyn+1−k

ここで，境界値と漸化式 (3)を使っている．

演習 12．正の整数 h, k に対して

ak · ah = ak+h, (ah)k = ahk (指数法則)

が成り立つことを数学的帰納法を用いて示せ．

例解．n = k+hに関する帰納法で示す．n = 2のと

きは h = k = 1で，左辺 = a·aと右辺 a2は，定義によ

り等しい．nまで成り立っているとして，k+h = n+1

の場合に示す．k = 1 のときは定義そのもの．k > 1

とすると，

ak · ah = aak−1 · ah = aak−1+h

= a1+k−1+h = ak+h = an+1

となる．2番目の等式で帰納法の仮定を，2番目では

定義を使った．後は a が属する代数系の積の結合律と

自然数の和の結合律と交換律を使っただけだから，こ
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こまでは a が積に関して群であるような代数系に属し

ていれば成り立つ．

2つ目の等式については，k に関する帰納法でおこ

なう．k = 1 のときは，左辺 = (ah)1 = ah = ah·1 =

右辺．k > 1 のときは

(ah)k+1 = (ah)k(ah)1 = ahkah = ahk+h = ah(k+1)

とすればよい．

演習 13．

(1) どんな有理数 h, k に対しても，指数法則が成り

立つことを示せ．

(2) どんな正の有理数 h > 0 に対しても ah > 1 で

あることを示せ．

(3) どんな有理数 h > k に対しても ah > ak であ

ることを示せ．

(4) lim
n→∞ a1/n = 1 を示せ．

例解．(1)と (3) 以外は本文に解答がある．(1) h, k

が整数の場合は，h, k が同符号の場合は演習 12で済

んでいる．異符号の場合は n = h + k の正負に応じ

て，たとえば h, n > 0 > k = −k′ なら，

ahak = ah 1
a−k

=
ah−k′+k′

ak′ =
ah−k′ak′

ak′ = ah−k′ = an

とすればよい．

(a
q
p )p = aq を示す．

(a
q
p )p = (bq)p = bqp = bpq = (bp)q = aq

となる．次に α =
q

p
=

qr

pr
だったとする．aqr/pr は

cpr = a を満たす c > 0 をとって，cqr としたものであ

り，これが bq と一致することを示す必要がある．し

かし，a = cpr = crp = (cr)p なのだから，b = cr でな

ければならない．したがって，cqr = crq = (cr)q = bq

となる．
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そこで，h =
q

p
, k =

r

s
であれば，d > 0を dps = a

を満たす（唯一の）数とすれば

ahak = a
q
p a

r
s = a

qs
ps a

pr
ps = dqsdpr

= dqs+pr = a
qs+pr

ps = a
q
p
+ r

s = ah+k

となる．

(3) は (2) を使って ah(= ah−k+k = ah−kak) > ak

と変形すればよい．

演習（はさみうちの原理）14．数列 {an}と {bn}が
同じ有限の値 d に収束するとする．すべての n に対

して，an5 xn5 bn を満たす数列 {xn} は収束し，そ
の極限は d になる．

例解． lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn = dの定義を書くと，任意

の ε > 0 に対して，2つの数列に対し共通の自然数 N

が存在して，n ≥ N ならば，

|an − d|, |bn − d| < ε

を満たす．したがって，同じ n に対して，

xn − d= an − d > −ε かつ xn − d5 bn − d < ε

をみたすので， |xn − d| < ε となる．

演習 15．a > 1, α > 0 のとき，

lim
n→∞

an

nα

を求めよ．

本文に示してある．

演習 16

(1) a > b > 1 ⇒ {an} Â {bn}.
(2) α > β > 0 ⇒ {nα} Â {nβ}.
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(3) a1 > 0, r > 1とする，数列 {an}が an+1 > ran

を満たせば {an} Â {rn}.

これは既に分かっていることを Â を使って書いた
だけ．

演習 17．

(1) lim
n→∞n

1
n = 1 と，(2) lim

n→∞

(
1 +

1
n

)n

が収束す

ることを示せ．

例解．(1) n
1
n > 1 ゆえ，an = n

1
n − 1 > 0 と置く．

演習 9 (2) から，

n = (1 + an)n > 1 +
n(n− 1)

2
a2

n ⇒
2
n

> a2
n > 0

となるので， lim
n→∞ a2

n = 0 が得られ， lim
n→∞n

1
n = 1 が

得られる．(2) は本文に述べてある．

演習 18 {cn} が上に有界であることを示せ．［ヒン
ト：n= 1 なら n!= 2n−1 である］

例解．ヒントを使えば，

cn = 1 +
n∑

k=1

1
k!

5 1 +
n∑

k=1

1
2k−1

= 1 +
2n − 1
2n−1

< 1 +
2n

2n−1
= 1 + 2 = 3

となる．

演習 19

(1) 0 < xi < 1 ならば，
n∏

i=1

(1± xi)= 1±
n∑

i=1

xi と

なる．等号は n = 1 のとき．

(2)
1
k!

(
1− (k − 1)k

2n

)
=

1
k!
− 1

2n(k − 2)!
.

(3) an= cn

(
1− 1

2n

)
. 等号は n = 0, 1 のとき．

例解．(1) + の場合は演習 9の証明と同じようにす

ればよい．−のときに数学的帰納法で証明する．n = 1
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のときは両辺等しい．

n+1∏

i=1

(1− xi) =
n∏

i=1

(1− xi) · (1− xn+1)

= (1−
n∑

i=1

xi)(1− xn+1)

= 1−
n+1∑

i=1

xi + xn+1

n∑

i=1

xi

= 1−
n+1∑

i=1

xi

(2) は明らか．

(3) an の単調性の証明での一般項は，(1)によって

1
k!

(1− 1
n

) · · · (1− k − 1
n

)=
1
k!

(1− 1 + · · ·+ (k − 1)
n

)

=
1
k!

(1− (k − 1)k
2n

)

となる．(2)を使うと，

an > 1 +
n∑

k=1

1
k!

(1− (k − 1)k
2n

)

= 1 +
n∑

k=1

1
k!
− 1

2n

n∑

k=2

1
(k − 2)!

=
n∑

k=0

1
k!
− 1

2n

n−2∑

k=0

1
k!

>
n∑

k=0

1
k!
− 1

2n

n∑

k=0

1
k!

= (1− 1
2n

)cn

が得られる．

演習 20

(1) （等比級数の和の公式） r 6= 1 ならば1) ，
n∑

k=0

ark = a
1− rn+1

1− r
となる．したがって，|r| < 1

のとき，無限等比級数は収束し，
∞∑

k=0

ark =
a

1− r
と

なる．|r|= 1 のときは発散する．

1) 本文に r > 0 とあるのはミスプリ
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(2) a > 0 のとき lim
n→∞

an

n!
= 0.

例解．(1) sn =
∑n

k=0 arkと置くと，rsn =
∑n+1

k=1 ark

だから，(1− r)sn = a− arn+1 となる．

(2) k = [a] + 1 と置くと，n > k ならば

an

n!
<

kn

n!
=

kk

k!

n∏

i=k+1

k

i

<
kk

k!

(
k

k + 1

)n−k

となる．kは止まっているので，事実 1から，0に収

束する．

演習 21

lim
n→∞ an = a とする．

(1) lim
n→∞

a1 + · · ·+ an

n
= a, lim

n→∞
a1 + 2a2 + · · ·+ nan

1 + 2 + · · ·+ n
= a．

(2) an > 0 のとき lim
n→∞

n
√

a1 · · · an = a.

例略解．(1) an − a を考えれば，a = 0 のときに示

せばよいことが分かる．すると，無限小の定義から，

どんな ε > 0 に対してもある N があって，n > N な

らば |an| < ε を満たす．そこで，

a1 + · · ·+ an

n
=

a1 + · · ·+ aN

n
+

aN+1 + · · ·+ an

n

と分けると，前者の分母は有限で一定の値，後者の絶

対値は

|aN+1|+ · · ·+ |an|
n

<
(n−N)ε

n

で押さえられる．次に 2つに分けると，前者に対応す

る分子は a1 +2a1 + · · ·+NaN でこれも有限値，分母

は n(n + 1)/2．後者の絶対値については

((N + 1) + · · ·+ n)ε
n(n + 1)/2

<
(1 + · · ·+ n)ε
n(n + 1)/2

= ε

で押さえられる．
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(2) a 6= 0 のときは，フライイングして log の連続

性を使えば，(1) に帰着するが，演習 13(4)を使えば，

直接 (1) と同じようにして示すこともできる．読者に

残しておこう．

a = 0のときは，(1)と同じ記号を使えば，(a1 · · · aN )1/n

と ε(n−N)/n で押さえられる項の積に分けられる．前

者は演習 13 (4) から 1 に収束し，後者は ε で押さえ

られる．

演習 22

a, b > 0 とする．

(1) a1 = a, an =
√

an−1 + b とおくとき， lim
n→∞ an を

求めよ．

(2) a1 = a, an+1 =
b

1 + an
とおくとき， lim

n→∞ an を

求めよ．

(3) a1 = a, an+1 =
1
2

(
an +

b

an

)
とおくとき， lim

n→∞ an

を求めよ．

(4) a1 = a > b1 = bとする．an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn とおくとき，2つの数列は収束し，

lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn を示せ．

例略解．どの場合とも，すべての項は正で，極限が

あるとすれば非負になる．

(1)-(3)では極限の候補が方程式を解くことで求まる．

(1) では α =
√

α + b を解けばよく，非負の根は

α =
1 +

√
1 + 4b

2
> 1 となる．b = α2 − α を使うと，

a2
n+1 − α2 = an + b− α2 = an − α

となる．これを使ううまい方法があって

|an+1 − α| =

∣∣∣∣∣
a2

n+1 − α2

√
an+1 + b + α

∣∣∣∣∣ <
|an − α|√

b + α

<
|an−1 − α|
(
√

b + α)2
< · · · < |a− α|

(
√

b + α)n

が得られる．α > 1だからもちろん
√

b+α > 1であっ

て，右辺は 0 に収束し，だから左辺も 0 に収束する．
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別解として， 似たような方法だが，an の単調性を

示し，その単調増大か減少かを決定するのは a = a1

と a2 の大小によることを示し，それがまた，a と α

の大小によることを示すという手順を踏む方法もある．

そちらの方が本格的で，できればそのようにするのが

よい．

注意． b = 1 ならば α =
1 +

√
5

2
で黄金比になり，

b = 2 ならば α = 2 となる．

(2) では α =
b

1 + α
を解けばよく，これは b =

α2 +αとなって，非負の根は α =
−1 +

√
1 + 4b

2
> 1

となる．階差を見ると

an+1 − an =
b

1 + an
− b

1 + an−1

=
b(an−1 − an)

(1 + an)(1 + an−1)

=
an

(1 + an)
(an−1 − an)

となって，an−1から anへの向き付けの距離の
an

(1 + an)
<

1 倍が an から an+1 への向き付け距離になっている．

大きくなることと小さくなることが交互に繰り返され，

進む距離はだんだんと小さくなる，だから，偶数だけ

の部分列と奇数だけの部分列は共に単調で，互いに相

手側の列の有界性を保証しているので，区間縮小法に

より，収束する．収束しさえすれば極限は α である．

もっと詳しく見てみる．a2 と a1 = a を比べると，

上と同じような計算で

a2 − a1 =
1 + a + α

1 + a
(α− a)

となり，a < α なら，奇数列は増大列で，偶数列は減

少列になり，a > α ならその逆になる．a = α なら，

すべての n で an = α である．さらに，同様な計算で

α− an+1 =
α

1 + an
(an − α)

となって，an は α を中心に行ったり来たりを繰り返

し，しかも歩幅を小さくしていくのである．
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注意． b = 1 ならば α =
−1 +

√
5

2
で黄金比にな

り，b = 2 ならば α = 1 となる．

(3) では α =
1
2

(
α +

b

α

)
を解けばよく，これは

b = α2 となって，非負の根は α =
√

b となる．そこ

で差を見ると

an+1 − α =
1
2

(
an −

√
b +

b

an

)

=
1

2an
(an −

√
b)2= 0

となり，n= 2 ならば an=
√

b である．絶対値の評価

なら n= 1 に対して

|an+1 − α|5 |an − α|
2

5
|an−1 − α|

22
5 · · · 5 |a1 − α|

2n

が得られ，2項目からは単調減少で
√

b に収束する．

注意． b = 2 のときは
√

2 の収束列で，
√

2 を近似

していく非常によいアルゴリズムになっている．この

計算が 4000年ほど前のバビロニアの粘土板に残され

ている．

(4) 0 < b < aから相加・相乗平均の不等式を使えば，

b =
√

b2 <
√

ab(= b2) <
a + b

2
(= a2) < a

となる．一般の n でも，同じ計算で，

bn < bn+1 < an+1 < an

となり，(2)のときと同じように単調増大する {bn}と
単調減少する {an} が得られている．さて区間の幅を
計算しよう．

an+1 − bn+1 =
an + bn

2
−

√
an + bn =

(
√

an −
√

bn)2

2

<
(
√

an −
√

bn)(
√

an +
√

bn)
2

=
an − bn

2

<
an−1 − bn−n

22
< · · · < a1 − b1

2n

となり，これは 0 に収束する．
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