
193

解答．(1) グラフ G(f)は G+(f)の境界です．

(1) の条件は「グラフ G(f) 上の 2 点 C = (c, f(c)) と D =

(d, f(d)) を結ぶ線分が G+(f) に含まれる」ということであり，

f が凸関数であるとは「領域 G+(f) の 2 点 P,Q を結ぶ線分が

G+(f) に含まれる」ということでした．

(1)の条件から f が凸関数であることを導けばよいのです．つま

り，P, Q /∈ G(f)のときにも，P,Q を結ぶ線分が G+(f) に含まれ

ることを示せばよいのでした．

P ∈ G(f) かつ Q /∈ G(f) とします．Q から y 軸に平行に直

線を下ろして，グラフ G(f) との交点を D = (d, f(d)) とします．

P, D ∈ G(f)なので，線分 PDは G+(f)に含まれます．線分 PQ

の各点から y軸に平行な線を引くと，グラフに交わる前に線分 PD

と交わり，したがって，PQは G+(f) に含まれます．

P,Q /∈ G(f)のときも，P から下方にグラフまで線分を下ろして

いけばよいのです．

(2) c < d とします．(i) n = 2 のときのテイラーの定理は，

f(x) = f(c) + f ′(c)(x − c) +
f ′′(c + θ(x − c))

2!
(x − c)2

となるので，f ′′ = 0という仮定から，求める不等式が得られます．

(ii) 不等式の両辺の差

g(x) = f(c) +
f(d) − f(c)

d − c
(x − c) − f(x)

を考えると，g(c) = g(d) = 0 であり，

g′(x) =
f(d) − f(c)

d − c
− f ′(x), g′′(x) = −f ′′(x)

となります．

(i)は g′(c) = 0を意味しています．ロルの定理（定理 4.5）から，

g′(ξ) = 0となる点 ξ が cと dの間にあります．



194

仮定から g′′(x) = −f ′′(x) 5 0なので，g′(x)は単調減少であり、

xが cから大きくなっていくにつれ，g′(x)は小さくなり，ξ で 0に

なって，dでは負になります．

g(x)の変化を見ると，xが cから大きくなるにつれ，g(c) = 0 か

ら大きくなっていき，x = ξ で減少に転じて，g(d) = 0 に至りま

す．したがって，その途中ではずっと，g(x) = 0 です．

増減表を書くなら

x c ξ d
g′′(x) − − − − −
g′(x) + + 0 − −
g(x) 0 ↗ + ↘ 0

となります．g′′(x) = 0と g(x)の両端の値から，g(x)の中間の値

の符号を定めたということになっています．

　 4.10. f ′′(x) 5 0 のときは，曲がり方が（上下）逆にな

る．f ′′(x) = 0 を満たす点を変曲点と言います．

練習問題 4.11(2) から，f(x) が x = c で極値を取るときは

f ′(c) = 0となりますが，逆に f ′(c) = 0（停留点）であっても，c

で極値を取るとは限りませんでした．f(x) = x3 で，c = 0とすれ

ば反例になります．このとき，0は変曲点になっています．

停留点 cが変曲点でなく（f ′′(c) ̸= 0），f ′′(x)が cの近くで連続

であれば，f(x)は cで極値をとることがわかります．

さらに，f ′′(c) > 0であれば f(c)は極小点であり，f ′′(c) < 0で

あれば，f(c)は極大点であることも分かります．

増減表を書いてみると分かり易いでしょう．f ′′(c) > 0 とする
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と，cの近くで正であり，

x c
f(x) ↘ ↗
f ′(x) −(↗) 0 +(↘)
f ′′(x) + + +

となって，f(c)が極小値になります．


